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RE´SOLUTION DU ∂∂¯ POUR LES FORMES
DIFFE´RENTIELLES AYANT UNE VALEUR AU BORD AU
SENS DES COURANTS DE´FINIES DANS UN DOMAINE
CONTRACTILE FORTEMENT PSEUDOCONVEXE D’UNE
VARIE´TE´ COMPLEXE
SOUHAIBOU SAMBOU & SALOMON SAMBOU
Re´sume´. On re´sout le ∂∂¯ pour les formes diffe´rentielles admettant une
valeur au bord au sens des courants de´finie sur un domaine contractile
fortement pseudoconvexe d’une varie´te´ complexe .
ABSTRACT. We solve the ∂∂¯-problem for a form with distribution boun-
dary value on a strongly pseudoconvex contractible domain of a complex
manifold.
Mots cle´s : L’ope´rateur ∂∂¯, Cohomologie de De Rham, Courant pro-
longeable, Valeur au bord, Formes a` croissance polynomiale.
Classification mathe´matique 2010 : 32F32.
Introduction
Soient M une varie´te´ diffe´rentiable et Ω ⊂ M un domaine. Dans ce tra-
vail, on cherche a` re´soudre l’e´quation ∂∂¯ pour les formes diffe´rentielles ayant
une valeur au bord au sens des courants.
Nous suivons les meˆmes de´marches de re´solution de [6] ou` le meˆme proble`me
a e´te´ re´solu pour des ouverts de Cn. Ces re´sultats de [6] peuvent eˆtre vu
comme les analogues locaux de ce travail. Il est connu qu’on ne passe par re-
collement des re´sultats locaux aux re´sultats globaux, la partition de l’unite´
n’e´tant pas holomorphe. Nous allons passer du local au global par l’utili-
sation classique de la the´orie des faisceaux. Le re´sultat obtenu dans cette
direction est le suivant :
The´ore`me 0.1. Soient M une varie´te´ analytique complexe de dimension n
et Ω ⊂⊂M un domaine contractile comple´tement strictement pseudoconvexe
a` bord lisse de classe C∞. Supposons que Hj(bΩ) trivial pour 1 ≤ j ≤ 2n−2.
Alors l’e´quation ∂∂¯u = f , ou` f est une (p, q)-forme diffe´rentielle de classe
C∞, d-ferme´e ayant une valeur au bord au sens des courants avec 1 ≤ p ≤
n et 1 ≤ q ≤ n admet une solution u qui est une (p − 1, q − 1)-forme
diffe´rentielle de classe C∞ avec une valeur au bord au sens des courants.
Nous conside´rons e´galement la version concave du the´ore`me pre´ce´dent et
on obtient :
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The´ore`me 0.2. Soient M une varie´te´ analytique complexe de dimension n
et D ⊂⊂ M un domaine contractile comple´tement strictement pseudocon-
vexe a` bord lisse de classe C∞. Supposons que M est une extension n − 1-
convexe de D et une extension contractile de D avec Hj(bD) trivial pour
1 ≤ j ≤ 2n − 2. Posons Ω = M \ D¯. Si
◦
Ω¯= Ω et f est une (p, q)-forme
diffe´rentielle de classe C∞, d-ferme´e et admettant une valeur au bord au
sens des courants sur Ω avec 1 ≤ p ≤ n− 1 et 1 ≤ q ≤ n− 1, alors il existe
une (p − 1, q − 1)-forme diffe´rentielle u de classe C∞ de´finie sur Ω ayant
une valeur au bord au sens des courants telle que ∂∂¯u = f .
1. Pre´liminaires et notations
De´finition 1.1. (voir [2]) Soient X une varie´te´ diffe´rentiable de dimen-
sion n et Ω ⊂⊂ X un domaine contractile. On dit que X est une extension
contractile de Ω, s’il existe une suite (Ωn)n exhaustive de domaines contrac-
tiles telle que
∀n ∈ N, Ω ⊂⊂ Ωn ⊂⊂ X.
Exemple 1.1. Quand X = Cn, alors Cn est une extension contractile de la
boule unite´ B.
De´finition 1.2. Soit X une varie´te´ analytique complexe de dimension n.
(1) Une fonction ρ de classe C∞ sur X est dite n-convexe (respectivement
n-concave) si sa forme de Le´vi posse`de n valeurs propres strictement
positives (respectivement strictement ne´gatives).
(2) Soit Ω ⊂⊂ X un domaine relativement compact de X. Ω est dit
comple´tement strictement pseudoconvexe s’il existe une fonction n-
convexe ϕ de´finie dans un voisinage UΩ¯ de Ω¯ telle que
Ω = {z ∈ UΩ¯ | ϕ(z) < 0}.
(3) X est une extension (n− 1)-concave de Ω si :
(i) Ω rencontre toutes les composantes connexes de X.
(ii) Il existe une fonction n-concave ϕ de´finie sur un voisinage U de
X \ Ω telle que Ω ∩ U = {z ∈ U | ϕ(z) < 0} et pour tout re´el α
avec 0 < α < supz∈U ϕ(z) l’ensemble {z ∈ U | 0 ≤ ϕ(z) ≤ α} est
compact.
De´finition 1.3. Soient M une varie´te´ diffe´rentiable et Ω ⊂⊂ M un do-
maine a` bord lisse de classe C∞ de fonction de´finissante ρ. Posons Ωε =
{z ∈ Ω/ρ(z) < −ε} et bΩε le bord de Ωε.
Soit f une fonction de classe C∞ sur Ω. On dit que f admet une valeur au
bord au sens des distributions, s’il existe une distribution T de´finie sur le
bord bΩ de Ω telle que pour toute fonction ϕ ∈ C∞(bΩ), on ait :
lim
ε→0
∫
bΩε
fϕεdσ =< T,ϕ >
ou` ϕε = i
∗
εϕ˜ avec ϕ˜ une extension de ϕ a` Ω et iε : bΩε → bΩ l’injection
canonique ; dσ de´signe l’e´le´ment de volume.
Une forme diffe´rentielle de classe C∞ sur Ω admet une valeur au bord au
sens des courants si ses coefficients ont une valeur au bord au sens des
distributions.
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De´finition 1.4. On dit qu’une fonction f de classe C∞ de´finie sur Ω est a`
croissance polynomiale d’ordre N ≥ 0, s’il existe une constante C telle que
pour tout z ∈ Ω, on a :
|f(z)| ≤ C
d(z)N
ou` d(z) de´signe la distance de z au bord de Ω .
De´finition 1.5. Soit Ω ⊂M un domaine d’un varie´te´ diffe´rentiable M . Un
courant T de´fini sur Ω est dit prolongeable si T est la restriction a` Ω d’un
courant T˜ de´fini sur M .
Il est connu d’apre`s [3], que si
◦
Ω¯= Ω, alors les courants prolongeables sont
les duaux topologiques des formes diffe´rentielles a` support compact sur Ω¯.
Nous aurons dans toute la suite a` conside´rer des domaines Ω ve´rifiant
◦
Ω¯= Ω.
Notation 1. Soit Ω un ouvert d’une varie´te´ analytique complexe M de di-
mension n.
On note OΩ le faisceau des fonctions holomorphes sur Ω, OˇΩ celui sur Ω¯ des
germes de fonctions holomorphes sur Ω ayant une valeur au bord au sens
des distributions et F0,r(Ω) celui sur Ω¯ des (0, r)-formes diffe´rentielles sur
Ω ayant une valeur au bord au sens des courants.
On note Hˇr(Ω) le rie`me groupe de cohomologie de De Rham des courants
prolongeables de´finis sur Ω, Hr(Ω) le rie`me groupe de cohomologie de De
Rham des formes diffe´rentiables de classe C∞ de´finies sur Ω et Hr(bΩ) le
rie`me groupe de cohomologie de De Rham des formes diffe´rentiables de classe
C∞ de´finies sur bΩ. Le rie`me groupe de cohomologie de De Rham des formes
diffe´rentielles ayant une valeur au bord au sens des courants sur Ω est note´
H˜r(Ω).
On note Hr(Ω, OΩ) (respectivement H
r(Ω, OˇΩ)) le r
ie`me groupe de coho-
mologie de Cˇech des formes diffe´rentielles de´finies sur Ω a` valeur dans le
faisceau OΩ (respectivement OˇΩ)).
2. Re´solution de l’e´quation du = f
The´ore`me 2.1. Soient M une varie´te´ diffe´rentiable de dimension n et
Ω ⊂⊂ M un domaine borne´ a` bord lisse de classe C∞. On suppose que
Ω est contractile et Hj(bΩ) trivial pour 1 ≤ j ≤ n − 2. Alors l’e´quation
du = f ou` f est une r-forme diffe´rentielle de classe C∞ de´finie sur Ω ayant
une valeur au bord au sens des courants et d-ferme´e a une solution u qui est
une (r − 1)-forme diffe´rentielle de classe C∞ admettant une valeur au bord
au sens des courants pour 1 ≤ r ≤ n− 2.
De´monstration. D’apre`s [5] si f est une forme diffe´rentielle d-ferme´e ayant
une valeur au bord au sens des courants sur Ω alors [f ] est un courant
prolongeable. Puisque Ω¯ est borne´, [f ] est d’ordre fini. D’apre`s [1], Hˇr(Ω) =
0, il existe un courant prolongeable S de´fini sur Ω tel que dS = f . Soit S˜
une extension a` support compact dans Ω¯ de S. On a d’apre`s ([9] page 40)
S˜ = RS˜ +AdS˜ + dAS˜
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dS˜ = d(RS˜ +AdS˜) et (RS˜ +AdS˜)|Ω est une autre solution de du = f sur Ω
et est un courant prolongeable. RS˜ est une forme diffe´rentielle de classe C∞
sur Ω et A n’augmente pas le support singulier de dS˜. Puisque dS˜|Ω = f qui
est de classe C∞ alors AdS˜|Ω est de classe C
∞. Ainsi (RS˜ + AdS˜)|Ω est de
classe C∞. Il reste a` montrer que (RS˜+AdS˜)|Ω admet une valeur au bord au
sens des courants. RS˜ est une forme diffe´rentielle de classe C∞ donc admet
une valeur au bord au sens des courants.
Soit (ϕj)j∈J une partition de l’unite´ subordonne´e a` un recouvrement fini
(Uj)j∈J de Ω¯ par les ouverts de coordonne´es locales.
On a AdS˜ =
∑
j∈J
AϕjdS˜ avec AϕjdS˜ a` support compact sur Uj.
AdS˜|Ω =
∑
j∈J
(AϕjdS˜)|Ω.
Si Uj ⊂ Ω, alors AϕjdS˜ est de classe C
∞ a` support compact dans Ω, donc
(AϕjdS˜)|Ω admet une valeur au bord au sens des courants.
Si Uj * Ω et Uj ∩ bΩ 6= ∅ ; montrons alors que AϕjdS˜ admet une valeur au
bord au sens des courants.
Puisque ϕj est a` support dans Uj ouvert de coordonne´es, donc nous sommes
ramene´s a` un domaine borne´ de Rn. AϕjdS˜ est de meˆme nature que l’action
du noyau de newton E(x, y) sur ϕjdS˜. Puisque dS˜ est d’ordre l a` support
compact sur Ω¯ qui prolonge f . Donc d’apre`s [7], AϕjdS˜ admet une valeur
au bord au sens des courants.
Puisque Card(J) < ∞, donc
∑
j∈J
(AϕjdS˜)|Ω admet une valeur au bord au
sens des courants. On a ainsi
H˜r(Ω) = 0.

3. Re´solution du ∂∂¯ pour les formes diffe´rentielles ayant une
valeur au bord au sens des courants
Comme conse´quences du the´ore`me 4.1 de [6], nous avons le corollaire
suivant :
Corollaire 3.1. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension n
et Ω un domaine comple´tement strictement (n − 1)-convexe de X. Soit f
une forme diffe´rentielle de bidegre´ (0, r) de´finie sur Ω, ∂¯-ferme´e admettant
une valeur au bord au sens des courants avec 1 ≤ r ≤ n− 1. Alors il existe
une (0, r − 1)-forme diffe´rentielle g de´finie sur Ω ayant une valeur au bord
au sens des courants telle que ∂¯g = f .
De´monstration. Conside´rons la suite suivante :
(3.1) 0→ OˇΩ → F
0,0(Ω)→ F0,1(Ω)→ · · · → F0,n−1(Ω)→ F0,n(Ω)→ 0.
On a donc un complexe (F0,•(Ω), ∂¯) du ∂¯ pour les formes diffe´rentielles
de´finies sur Ω ayant une valeur au bord au sens des courants. Graˆce a` la
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re´solution locale obtenue dans [6], ce complexe est une re´solution acyclique
du faisceau OˇΩ. Ceci entraine l’isomorphismeH
r(Ω, OˇΩ) ≃ H˜
0,r(Ω). D’apre`s
le corollaire 5.2 de [7] on a Hr(Ω, OˇΩ) = H
r(Ω, OΩ) = 0.
Donc
H˜0,r(Ω) = 0.

De fac¸on plus ge´ne´ral si 0 < q < n− 1, on a le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.1. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension n
et Ω ⊂⊂ X une domaine a` bord lisse de classe C∞ et comple´tement stric-
tement q-convexe avec 0 ≤ q ≤ n − 1. Soit f une (n, r)-forme diffe´rentielle
de classe C∞, de´finie sur Ω et ∂¯-ferme´e admettant une valeur au bord au
sens des courants avec 1 ≤ n − q ≤ r ≤ n. Il existe une (n, r − 1)-forme
diffe´rentielle g de classe C∞, de´finie sur Ω ayant une valeur au bord au sens
des courants telle que ∂¯g = f .
De´monstration. Puisqu’on conside`re les (n, r)-formes diffe´rentielles alors
l’ope´rateur ∂¯ est e´gal a` l’ope´rateur de diffe´rentiation exte´rieur d.
Soit f ∈ H˜n,r(Ω), [f ] est un courant prolongeable de´fini sur Ω. Puisque
D’apre`s [8] on a Hˇn,r(Ω) = 0 pour n− q ≤ r ≤ n alors il existe un (n, r−1)-
courant prolongeable u de´fini sur Ω et prolongeable tel que du = f . Soit S
une extension a` support compact dans Ω¯ de u. S est d’ordre fini, F = dS est
un courant prolongeable d’ordre fini note´ m et F|Ω = f . D’apre`s ([9] page
40), on a S = RS +AdS + dAS. Or dS = F
⇒ S = RS+AF + dAS alors dS = d(RS+AF ) = F donc (RS+AF )|Ω est
une autre solution de l’e´quation du = f . Or RS est une forme diffe´rentielle
de classe C∞ a` support compact donc admet une valeur au bord au sens
des courants. Puisque A n’augmente pas le support singulier, on a si F est
de classe C∞ sur Ω alors AF est aussi de classe C∞ sur Ω. Donc la solution
RS + AF est de classe C∞ sur Ω. Il reste a` montrer que AF admet une
valeur au bord au sens des courants sur Ω.
Soit (ϕj)j∈J une partition de l’unite´ subordonne´e a` un recouvrement fini
(Uj)j∈J de Ω¯ par les ouverts de coordonne´es locales.
On a AF =
∑
j∈J
AϕjF avec AϕjF a` support compact sur Uj .
AF|Ω =
∑
j∈J
(AϕjF )|Ω.
Si Uj ⊂ Ω, alors AϕjF est de classe C
∞ a` support compact dans Ω, donc
(AϕjF )|Ω admet une valeur au bord au sens des courants.
Si Uj * Ω et Uj ∩ bΩ 6= ∅ ; montrons alors que AϕjF admet une valeur au
bord au sens des courants.
Puisque ϕj est a` support dans Uj ouvert de coordonne´es, donc nous sommes
ramene´s a` un domaine borne´ de Cn. AϕjF est de meˆme nature que l’action
du noyau de newton E(x, y) sur ϕjF . Puisque F est d’ordre m a` support
compact sur Ω¯ qui prolonge f . Donc d’apre`s le the´ore`me 2.1, AϕjF admet
une valeur au bord au sens des courants.
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Puisque Card(J) < ∞, donc
∑
j∈J
(AϕjF )|Ω admet une valeur au bord au
sens des courants.
H˜n,r(Ω) = 0.

Tenant compte du the´ore`me 2.1 et des re´sultats de re´solution du ∂¯ pour les
formes diffe´rentielles ayant une valeur au bord au sens des courants obtenus
dans le corollaire 3.1, on peut faire la de´monstration du the´ore`me 0.1 :
De´monstration the´ore`me 0.1.
Soit f une (p, q)-forme diffe´rentielle de classe C∞, d-ferme´e ayant une valeur
au bord au sens des courants de´finie sur Ω. Alors d’apre`s le the´ore`me 2.1, il
existe une (p + q − 1)-forme diffe´rentielle g de classe C∞ ayant une valeur
au bord au sens des courants telle que dg = f .
On ne perd pas en ge´ne´ralite´ en conside´rant que g se de´compose en une
(p − 1, q)-forme diffe´rentielle g1 de classe C
∞ ayant une valeur au bord au
sens des courants et en une (p, q − 1)-forme diffe´rentielle g2 de classe C
∞
ayant une valeur au bord au sens des courants.
On a dg = d(g1 + g2) = dg1 + dg2 = f .
Comme d = ∂ + ∂¯, on a pour des raisons de bidegre´ ∂g2 = 0 et ∂¯g1 = 0.
D’apre`s le corollaire 3.1, on a g1 = ∂¯h1 et g2 = ∂h2 avec h1 et h2 des formes
diffe´rentielles de classe C∞ ayant une valeur au bord au sens des courants
de´finies sur Ω.
On a f = ∂g1 + ∂¯g2 = ∂∂¯h1 + ∂¯∂h2
Or ∂∂¯ = −∂¯∂
∂∂¯h1 − ∂∂¯h2 = ∂∂¯(h1 − h2) = f .
Posons u = h1 − h2, u est une (p − 1, q − 1)-forme diffe´rentielle de classe
C∞ ayant une valeur au bord au sens des courants de´finie sur Ω telle que
∂∂¯u = f . 
Mieux tenant compte du the´ore`me 3.1, on obtient le re´sultat suivant :
The´ore`me 3.2. Soient M une varie´te´ analytique complexe de dimension n
et Ω ⊂⊂ M un domaine contractile a` bord lisse de classe C∞. Supposons
que Ω est comple´tement strictement q-convexe avec 0 ≤ q ≤ n−1 et Hj(bΩ)
trivial pour 1 ≤ j ≤ 2n − 2. Alors l’e´quation ∂∂¯u = f , ou` f est une (n, r)-
forme diffe´rentielle de classe C∞, d-ferme´e ayant une valeur au bord au sens
des courants avec n − q + 1 ≤ r ≤ n − 1 admet une solution u qui est une
(n − 1, r − 1)-forme diffe´rentielle de classe C∞ avec une valeur au bord au
sens des courants.
De´monstration. Soit f une (n, r)-forme diffe´rentielle de classe C∞, d-ferme´e
ayant une valeur au bord au sens des courants de´finie sur Ω. Alors d’apre`s
le the´ore`me 2.1, il existe une (n+ r− 1)-forme diffe´rentielle g de classe C∞
ayant une valeur au bord au sens des courants telle que dg = f .
g se de´compose en une (n− 1, r)-forme diffe´rentielle g1 de classe C
∞ ayant
une valeur au bord au sens des courants et en une (n, r−1)-forme diffe´rentielle
g2 de classe C
∞ ayant une valeur au bord au sens des courants.
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On a dg = d(g1 + g2) = dg1 + dg2 = f .
Comme d = ∂ + ∂¯, on a pour des raisons de bidegre´ ∂g2 = 0 et ∂¯g1 = 0.
D’apre`s le the´ore`me 3.1, on a g1 = ∂¯h1 et g2 = ∂h2 avec h1 et h2 des formes
diffe´rentielles de classe C∞ ayant une valeur au bord au sens des courants
de´finies sur Ω.
On a f = ∂g1 + ∂¯g2 = ∂∂¯h1 + ∂¯∂h2
Or ∂∂¯ = −∂¯∂
∂∂¯h1 − ∂∂¯h2 = ∂∂¯(h1 − h2) = f .
Posons u = h1 − h2, u est une (n − 1, r − 1)-forme diffe´rentielle de classe
C∞ ayant une valeur au bord au sens des courants de´finie sur Ω telle que
∂∂¯u = f . 
4. Re´solution du ∂∂¯ pour les formes diffe´rentielles ayant une
valeur au bord au sens des courants dans M \ Ω¯, ou` Ω est un
domaine contractile comple´tement strictement
pseudoconvexe
Soit Ω un domaine d’une varie´te´ diffe´rentiable M de dimension n. Dans
cette partie il est question de donner l’analogue du the´ore`me 0.1 pour Ω =
M \ D¯, ou` D ⊂⊂ M est un domaine contractile comple´tement strictement
pseudoconvexe ve´rifiant Hj(bD) trivial pour 1 ≤ j ≤ n − 2. Pour cela
commenc¸ons par donner les re´sultats suivant :
Corollaire 4.1. Soit X une varie´te´ de Stein de dimension n. Soit Ω ⊂ X tel
que X soit une extension (n−1)-concave de Ω. Soit f une forme diffe´rentielle
de bidegre´ (0, r) sur Ω, ∂¯-ferme´e admettant une valeur au bord au sens des
courants, avec 1 ≤ r ≤ n − 2. Il existe une (0, r − 1)-forme diffe´rentielle g
de´finie sur Ω ayant une valeur au bord au sens des courants telle que ∂¯g = f .
De´monstration. Il s’agit de montrer que H˜0,r(Ω) = 0 pour 1 ≤ r ≤ n− 2.
Puisque Ω est concave, on a OˇΩ = OΩ. Donc H
r(Ω, OˇΩ) ≃ H
r(Ω, OΩ).
Conside´rons la suite suivante :
(4.2)
0→ OˇΩ → F
0,0(Ω)→ F0,1(Ω)→ · · · → F0,n−1(Ω)→ ∂¯F0,n−1(Ω)→ 0.
D’apre`s le the´ore`me 4.1 de [6], on sait re´soudre localement le ∂¯ pour les
formes diffe´rentielles ayant une valeur au bord au sens des courants sur Ω.
Donc la suite est exacte, et puisque le faisceau F˜0,r(Ω) est fin comme fais-
ceau de module sur un faisceau d’anneau de classe C∞, alors le complexe
diffe´rentielle (F0,•(Ω), ∂¯) des formes diffe´rentielles de´finies sur Ω ayant une
valeur au bord au sens des courants est une re´solution acyclique du faisceau
OˇΩ. Par conse´quent pour 0 ≤ r ≤ n − 2, on a l’isomorphisme fonctoriel
suivant :
Hr(Ω, OˇΩ) ≃ H˜
0,r(Ω) := ker(∂¯:E
0,r(Ω)→E0,r+1(Ω))
Im(∂¯:E0,r−1(Ω)→E0,r(Ω))
ou` E0,r(Ω) := Γ(Ω,F0,r(Ω)) sont des sections sur Ω des faisceaux F0,r.
Donc Hr(Ω, OΩ) ≃ H˜
0,r(Ω). D’apre`s l’isomorphisme de Dolbeault, on a
Hr(Ω, OΩ) = H
0,r(Ω). Puisque X est une extension (n − 1)-concave de
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Ω, on a par invariance de la cohomologie : H0,r(Ω) = H0,r(X) = 0 pour
1 ≤ r ≤ n− 1.
Donc
H˜0,r(Ω) = 0, pour 1 ≤ r ≤ n− 2.

En s’inspirant de la de´monstration du corollaire 4.1, on obtient dans le
corollaire suivant, l’analogue global d’un re´sultat obtenu dans [6].
The´ore`me 4.1. Soient M une varie´te´ analytique complexe de dimension n
et D ⊂⊂ M un domaine contractile comple´tement strictement pseudocon-
vexe a` bord lisse tel que M soit une extension n − 1-convexe de D. Posons
Ω = M \ D¯. Soit f une forme diffe´rentielle de bidegre´ (0, r) de´finie sur
Ω de classe C∞, ∂¯-ferme´e avec une valeur au bord au sens des courants,
1 ≤ r ≤ n− 2. Il existe une (0, r− 1)-forme diffe´rentielle g de´finie sur Ω de
classe C∞, ayant une valeur au bord au sens des courants telle que ∂¯g = f .
De´monstration. Il s’agit de montrer que H˜0,r(Ω) = 0 pour 1 ≤ r ≤ n− 2.
Puisque Ω est concave, on a OˇΩ = OΩ. Donc H
r(Ω, OˇΩ) ≃ H
r(Ω, OΩ).
Conside´rons la suite suivante :
(4.3) 0→ OˇΩ → F
0,0(Ω)→ F0,1(Ω)→ · · · → F0,n−1(Ω)→ F0,n(Ω)→ 0.
D’apre`s [6], on sait re´soudre localement le ∂¯ pour les formes diffe´rentielles
ayant une valeur au bord au sens des courants sur Ω. Donc la suite est exacte,
et puisque le faisceau F˜0,r(Ω) est fin comme faisceau de module sur un fais-
ceau d’anneau de classe C∞, alors le complexe diffe´rentielle (F0,•(Ω), ∂¯) des
formes diffe´rentielles de´finies sur Ω ayant une valeur au bord au sens des
courants est une re´solution acyclique du faisceau OˇΩ. Par conse´quent pour
0 ≤ r ≤ n− 2, on a l’isomorphisme fonctoriel suivant :
Hr(Ω, OˇΩ) ≃ H˜
0,r(Ω) := ker(∂¯:E
0,r(Ω)→E0,r+1(Ω))
Im(∂¯:E0,r−1(Ω)→E0,r(Ω))
ou` E0,r(Ω) := Γ(Ω,F0,r(Ω)) sont des sections sur Ω des faisceaux F0,r.
Donc Hr(Ω, OΩ) ≃ H˜
0,r(Ω). D’apre`s l’isomorphisme de Dolbeault, on a
Hr(Ω, OΩ) = H
0,r(Ω). Puisque M est une extension n− 1-concave de Ω, on
a par invariance de la cohomologie : H0,r(Ω) = H0,r(M) pour 0 ≤ r ≤ n−2.
D’apre`s [2] H0,r(D) ≃ H0,r(M) = 0 pour 1 ≤ r ≤ n.
Donc
H˜0,r(Ω) = 0, pour 1 ≤ r ≤ n− 2.

De fac¸on plus ge´ne´ral si 0 < q < n− 1, on a le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.2. Soient M une varie´te´ analytique complexe de dimension n
et D ⊂⊂ M un domaine contractile comple´tement strictement pseudocon-
vexe a` bord lisse tel que M soit une extension q-convexe de D avec q ≥ n+12 .
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Posons Ω = M \ D¯. Soit f une forme diffe´rentielle de bidegre´ (0, r) de´finie
sur Ω de classe C∞, ∂¯-ferme´e avec une valeur au bord au sens des courants,
1 ≤ r ≤ q − 1. Il existe une (0, r − 1)-forme diffe´rentielle g de´finie sur Ω de
classe C∞, ayant une valeur au bord au sens des courants telle que ∂¯g = f .
De´monstration. Il s’agit de montrer que H˜0,r(Ω) = 0 pour 1 ≤ r ≤ q − 1
Puisque Ω est concave, on a OˇΩ = OΩ. Donc H
r(Ω, OˇΩ) ≃ H
r(Ω, OΩ).
Conside´rons la suite suivante :
(4.4) 0→ OˇΩ → F
0,0(Ω)→ F0,1(Ω)→ · · · → F0,n−1(Ω)→ F0,n(Ω)→ 0
D’apre`s [6], on sait re´soudre localement le ∂¯ pour les formes diffe´rentielles
ayant une valeur au bord au sens des courants sur Ω. Donc la suite est exacte,
et puisque le faisceau F˜0,r(Ω) est fin comme faisceau de module sur un fais-
ceau d’anneau de classe C∞, alors le complexe diffe´rentielle (F0,•(Ω), ∂¯) des
formes diffe´rentielles de´finies sur Ω ayant une valeur au bord au sens des
courants est une re´solution acyclique du faisceau OˇΩ. Par conse´quent pour
0 ≤ r ≤ q − 1, on a l’isomorphisme fonctoriel suivant :
Hr(Ω, OˇΩ) ≃ H˜
0,r(Ω) := ker(∂¯:E
0,r(Ω)→E0,r+1(Ω))
Im(∂¯:E0,r−1(Ω)→E0,r(Ω))
ou` E0,r(Ω) := Γ(Ω,F0,r(Ω)) sont des sections sur Ω des faisceaux F0,r.
Donc Hr(Ω, OΩ) ≃ H˜
0,r(Ω). D’apre`s l’isomorphisme de Dolbeault, on a
Hr(Ω, OΩ) = H
0,r(Ω). Puisque M est une extension q-concave de Ω, on a
par invariance de la cohomologie : H0,r(Ω) = H0,r(M) pour 0 ≤ r ≤ q − 1.
D’apre`s [3] H0,r(D) ≃ H0,r(M) = 0 pour n− q ≤ r ≤ n.
Donc
H˜0,r(Ω) = 0, pour n− q ≤ r ≤ q − 1.
De plus si M est une varie´te´ de Stein, on a H0,r(M) = 0 ⇒ H0,r(Ω) = 0.
Donc
H˜0,r(Ω) = 0, pour 1 ≤ r ≤ q − 1.

Pour faire la preuve du the´ore`me 0.2, nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 4.1. Soient M une varie´te´ diffe´rentiable de dimension n, D ⊂⊂
M un domaine contractile a` bord lisse de classe C∞ tel que M soit une
extension contractile de D avec Hj(bD) trivial pour 1 ≤ j ≤ n− 2. Posons
Ω = M \ D¯. Si
◦
Ω¯= Ω et f est une r-forme diffe´rentielle de classe C∞,
d-ferme´e admettant une valeur au bord au sens des courants sur Ω avec
0 ≤ r ≤ n, alors il existe une (r− 1)-forme diffe´rentielle g de classe C∞ sur
Ω ayant une valeur au bord au sens des courants telle que dg = f .
De´monstration. Soit f une forme diffe´rentielle de classe C∞, d-ferme´e ayant
une valeur au bord au sens des courants sur Ω, d’apre`s le lemme 4.1 de [6],
[f ] est un courant prolongeable d’ordre fini. D’apre`s [2], Hˇr(Ω) = 0.
Nous avons besoin du lemme suivant pour la suite de la de´monstration.
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Lemme 4.2. L’application naturelle
Hˇrk(Ω)→ Hˇ
r(Ω)
est un isomorphisme pour 0 ≤ r ≤ n.
De´monstration du lemme 4.2.
(a) Injectivite´ : Soit [T ] ∈ Hˇrk(Ω) tel que [T ] = 0 dans Hˇ
r(Ω), il existe
S ∈ Dˇr−1(Ω) tel que dS = T . Soit Sˇ un prolongement de S a` M ,
conside´rons le courant Tˇ = dSˇ qui est un prolongement de T a` M .
D’apre`s ([9] page 40),
Sˇ = RSˇ +AdSˇ + dASˇ
dSˇ = d(RSˇ +AdSˇ).
Puisque A n’augmente pas le support singulier donc AdSˇ|Ω est d’ordre
k. RSˇ est une forme diffe´rentielle de classe C∞. Ainsi (RSˇ + AdSˇ)|Ω
est d’ordre k et d(RSˇ +AdSˇ)|Ω = T . Donc [T ] = 0 dans Hˇ
r
k(Ω), d’ou`
l’injectivite´ de l’application naturelle.
(b) Surjectivite´ : Soit [T ] ∈ Hˇr(Ω) ⇒ dT = 0, on a
T = RT + dAT .
On a dT = d(RT ) = 0, donc [RT ] ∈ Hˇrk(Ω) et [T ] = [RT ], d’ou` la
surjectivite´.

Donc il existe un (r−1)-courant prolongeable u de´fini sur Ω tel que du = f .
Soit S un prolongement de u sur M avec dS = F ou` F est un prolongement
du courant [f ] et donc d’ordre fini m. On a S = RS +AdS + dAS.
Posons Sˇ = RS + AdS, RS e´tant une forme diffe´rentielle de classe C∞ sur
M donc RS|Ω admet une valeur au bord au sens des courants. Puisque A
n’augmente pas le support singulier donc AdS|Ω est de classe C
∞ et admet
comme dans la de´monstration du the´ore`me 2.1 une valeur au bord au sens
des courants.
Sˇ|Ω admet aussi une valeur au bord au sens des courants et dSˇ|Ω = f . 
De´monstration du The´ore`me 0.2.
Soit f une (p, q)-forme diffe´rentielle de classe C∞, d-ferme´e ayant une valeur
au bord au sens des courants sur Ω. D’apre`s le lemme 4.1, il existe une
(p+ q − 1)-forme diffe´rentielle h de classe C∞ ayant une valeur au bord au
sens des courants telle que dh = f . On a h = h1 + h2 ou` h1 et h2 sont
respectivement une (p − 1, q)-forme diffe´rentielle de classe C∞ ayant une
valeur au bord au sens des courants et une (p, q − 1)-forme diffe´rentielle
de classe C∞ ayant une valeur au bord au sens des courants. On a dh =
dh1 + dh2 = f .
Comme d = ∂ + ∂¯ et pour des raisons de bidegre´ on a ∂h2 = 0 et ∂¯h1 = 0.
D’apre`s le the´ore`me 4.2, h1 = ∂¯g1 et h2 = ∂g2 avec g1 et g2 des formes
diffe´rentielles de classe C∞ ayant une valeur au bord au sens des courants
de´finies sur Ω. On a
f = ∂h1 + ∂¯h2 = ∂∂¯g1 + ∂¯∂g2 = ∂∂¯(g1 − g2).
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Posons u = g1 − g2, u est une (p − 1, q − 1)-forme diffe´rentielle de classe
C∞ ayant une valeur au bord au sens des courants de´finie sur Ω telle que
∂∂¯u = f .

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